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3 Funktionen,
Grenzwerte,
Differenzialrechnung

3.1 Vorbetrachtungen

Wenn eine Kugel, die an einem Faden der
Léange ¢ aufgehéngt ist, im Schwerefeld g =
9,81 m/sec? der Erde aus ihrer Ruhela-
ge ausgelenkt wird, so fiihrt sie Schwin-
gungen aus. Sofern die anfingliche Auslen-
kung nicht zu gro war und Reibungsver-
luste innerhalb der Beobachtungszeit ver-
nachlissigbar klein sind, findet eine peri-
odische Bewegung statt, die sich nach der
Zeitdauer

(1)

\ o~

x
v

Abbildung 20: Pendel

Gleichung (1) driickt aus, wie die Periode
T von der Fadenlinge ¢ und der Schwere-
beschleunigung g abhéngt; wir sagen 7' ist
eine ,Funktion von ¢ und ¢“ und schrei-
ben T = f(¢,g). In der Physik geht es oft
darum, wie eine gegebene Messgrofe (,,Ob-
servable“) O von anderen Messgroen Oy,
O,, ... oder Kontrollparametern pq, po, ...
(wie etwa Druck, Spannung usw.) abhéingt.
Man hat es daher oft mit Abhéngigkeiten
der Form

O:f(01:02aplap27"') (2)

zu tun. Diese werden durch Funktionen
f beschrieben. Es ist daher wichtig, den
grundlegenden Begriff der ,,Funktion® oder
,Abbildung®“ zu verstehen. Dies wird ein
Thema der heutigen Vorlesung sein. Anson-
sten besteht das Ziel der heutigen Vorlesung
darin, Sie ein wenig mit der Differenzial-
rechnung vertraut zu machen. Wir wollen
uns auf diesem Wege bis in die Nihe von
,Differenzialgleichungen® herantasten. Dif-
ferenzialgleichungen sind Gleichungen, de-
ren Losungen nicht Zahlen, sondern Funk-
tionen sind. Beispielsweise ergibt sich die
Hohe h = f(t) eines im Schwerefeld der Er-
de fallenden Balles als Lésung einer solchen
Differenzialgleichung.

3.2 Zahlenfolgen und Grenz-
wertbegriff

3.2.1 Definitionen

Def(inition): Es sei jeder natiirlichen Zahl
n in eindeutiger Weise eine (hier als reell
angenommene) Zahl z, zugeordnet. Dann
nennen wir

(3)

eine (Zahlen-)Folge (engl: ‘sequence’) und
x, das n-te Glied (‘nth term’) der Folge.
Beispiele:

) {za=237, ={1, L, L . 1.}
(i) {on = =} = {1, —5, =5, &
(i) {zn = "} = {14 —4... 1

Def.: Man nennt eine Folge wie (i) streng
monoton wachsend [wie (ii) streng monoton
fallend], wenn stets x,, > z, (T, < x,) ist,

{21, 20, 25, .} = {2}
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sofern m > n. Folgen wie (iii), bei denen
die Glieder abwechselnd positiv und negativ
sind, nennt man alternierend.

Bei allen 3 oben angegebenen Folgen (i)—
(iii) stellen wir fest, dass sich die Glieder
mit wachsendem n immer weniger von 0
unterscheiden: Die Folgen ,,streben offenbar
gegen den Grenzwert 0“. Dieses ,Streben®
bzw. der Begriff ,Konvergenz gegen einen
Grenzwert“ bediirfen einer prizisen mathe-
matischen Definition.

Def.: Gegeben sei eine (reelle) Folge
{z,}5°. Wir sagen, {z,} konvergiert gegen
den Grenzwert & € (—o0,+0c) und schrei-
ben

lim z, =&
n—oo

(4)

oder
r, — & fir n — oo,

wenn es zu jedem € > 0 ein N(e) € N gibt,
so dass |z, — &| < e fiir alle n > N(e).

Etwas salopp ausgedriickt bedeutet die-
se Definition, dass z, ,beliebig nahe am
Grenzwert & liegt”, wenn ,n hinreichend
grofs” ist. Falls z, — 0 fiir n — oo, so sagt
man auch, {x,} sei eine Nullfolge.

Es ist moglich, dass eine Folge {z,}
nicht konvergiert, weil ihre Glieder z,, unbe-
schrankt anwachsen oder unbeschrinkt fal-
len. Beispiele: {z, = n} (1. Fall, anwach-
send) bzw. {z,, = —5n? + 7} (2. Fall, fal-
lend). Dies fiihrt zu folgender Definition:

Def.: Eine Folge {x,} divergiert gegen
+00 (—00), wenn es fiir jede beliebig grofie
(kleine) reelle Zahl z > 0 (z < 0) ein
N(z) € N gibt, so dass z, > z (z, < z)
fiir alle n > N(z). Man schreibt dann

lim z,, = +o00
n—0o0

bzw.

lim z, = —00.
n—o0

Es kann aber auch vorkommen, dass kein
Grenzwert existiert, obwohl die Glieder z,,
betraglich beschriankt bleiben. Ein Beispiel
ist {z, = (1) (1 + %) }. Diese Folge kon-
vergiert nicht, weil ihre Glieder fiir grofle n
zwischen Werten bei +1 und —1 oszillieren.
Das Beispiel zeigt auch, dass eine aus den
Betrégen |z,| gebildete Folge konvergieren
kann (aber nicht muss), wenn {z,} nicht

(1+ 1) =1.
n—0o00 n

konvergiert:
1
(1+3)
n
(5)

Graphisch hat die Konvergenz einer Fol-
ge gegen den Grenzwert ¢ die in Abbildung
21 illustrierte Bedeutung: Fiir hinreichend
grofie n (n > N(e)) miissen alle Glieder z,,
in einem um & zentrierten Streifen der Brei-
te 2e liegen.

lim |[(—1)" = lim

n—oo

T, T,
g,
! A =
0 c
I2€I

Abbildung 21: Wenn z,, — £, dann miissen
alle z,, mit n > N(e) im skizzierten Strei-
fen der Breite 2¢ liegen. Konvergenz gegen
& kann also nur vorliegen, wenn fiir das m
vom eingezeichneten z,, gilt m < N(e).

3.2.2 Die Eulersche Konstante e

Fiir eine gegebene Folge {z,} stellen sich
stets zwei Fragen:

1. Ist die Folge konvergent?
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2. Wenn ja, was ist ihr Grenzwert?

Die Antworten auf diese Fragen konnen
trivial — aber auch sehr schwierig — sein.

Beispiele: Die Folge {z, = (1+ %)k}
mit k& > 0 konvergiert offensichtlich:
lim, ;0o %, = 1, denn 1+ 1/n — 1 impli-
ziert dies, falls £ > 0. Dagegen divergiert
die Folge {z, = (1 + a)"} mit a > 0, weil
1+ a > 1 ist, so dass z,41 um den Faktor
1+ a grofler als z,, ist. Daher gilt
lim (1 +a)" =400 .

n—00

(6)

Fiir die Folge {a:n = (1 + %)n} ist nicht
sofort evident, ob — und falls ja, gegen
welchen Grenzwert — sie konvergiert. Zwar
strebt der Faktor 1 + 1/n mit wachsendem
n gegen 1, aber gleichzeitig wéchst der Ex-
ponent n. Tatsdchlich hat die Folge einen
Grenzwert. Sie konvergiert gegen die nach
Leonhard Euler! benannte Eulersche Kon-
stante e, eine irrationale Zahl:

lim
n—oo

1 n
<1+ﬁ> —e=2,7182818... . (7)

Anstelle eines ausfiihrlichen Konvergenz-
beweises miissen wir uns hier in Anbetracht
der zur Verfiigung stehenden Zeit mit ei-
ner kurzen Diskussion der Beweisstrategie
begniigen. Er besteht aus den folgenden drei
Schritten: Man zeigt,

(i) dass die Folge {z,, = (1+1/n)"} streng
monoton wachsend ist,

!Leonhard Euler (1707-1783), Schweizer Mathe-
matiker, der e als Basis des natiirlichen Logarith-
mus einfiihrte; einer der produktivsten Mathema-
tiker aller Zeiten, der zu fast allen Gebieten der
reinen und angewandten Mathematik wichtige Bei-
trige geleistet hat; soll ein heiteres Wesen und 13
Kinder gehabt haben.

(ii) dass {y, = (1+1/n)"*'} streng mono-
ton fallend ist und

(iii) dass z, < y, fir alle n € N sowie

Aus diesen drei Eigenschaften folgt die Be-
hauptung leicht; ¥, nihert sich e von oben
und z, von unten an.

3.3 Funktionen
3.3.1 Der Funktionsbegriff

Als néchstes wollen wir den Funktionsbe-
griff einfiihren, der von zentraler Bedeutung
ist.

Def.: Es seien M und M’ zwei Mengen.
Jedem z € Dy C M sei eindeutig ein Ele-
ment f(z) € M’ zugeordnet:

fix—y=flz)e M (8)

Wir sagen: ,,Die Funktion f bildet das Argu-
ment = in den Funktionswert f(z) ab.“ Dy
heifit Definitionsbereich (engl.: ‘domain’).
Man sagt: f ist auf D; definiert. Aufler-
dem: f ist eine Abbildung (engl.: ‘mapping’)
von M in M'. Geschrieben wird dies als:
fiM—-> M.

Unter dem Wertebereich (engl: ‘range’)
von f versteht man die Menge

Wp={yly=f(z)firzeDs}. (9)

Dies bedeutet: f bildet Dy auf W; ab, was
man auch durch die Schreibweise Wy =
f(Dy) und die Aussage: , W, ist das Bild
(engl.: ‘““mage’) von Dy unter der Abbil-
dung f“, ausdriickt. Umgekehrt sagt man,
dass Dy das Urbild (engl.: ‘tnverse image’)
von W; sei. Eine Funktion heifit reellwer-
tig (komplezwertig), wenn Wy C R (bzw.
Wy C C).
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Man beachte: Fiir jedes + € Dy muss es
ein wohldefiniertes y € Wy geben; es kann
aber durchaus mehrere Argumente x;, xo,
... geben, die in ein- und dasselbe y abge-
bildet werden!

Def.: Wenn es zu jedem y € Wy genau ein
z € Dy gibt mit y = f(z), dann heifit f ein-
eindeutig (engl.: ‘one-to-one’) oder injektiv
(injective), was man kurz als 1-1 schreibt.

Wenn eine Funktion f 1-1 ist, dann wird
durch

W > Dymity— a= f(y) (10)

eine wohldefinierte Funktion, die Umkehr-
funktion (inverse function, inverse map-
ping) von f, definiert.?

Beispiel: Die Funktion f : z + 22 mit
Dy = R ist nicht 1-1, weil z und —z in
denselben Wert z? abgebildet werden. Be-
trachtet man aber die Einschrankung dieser
Funktion auf (0, 00) [oder auf (—oc,0)], so
ist diese umkehrbar.

Bei einer 1-1 Abbildungen f : z — y von
M =R in M' = R mit der Umkehrfunk-
tion f~! sind die Rollen von z und y bei
f und f~! wegen f! : y — x lediglich
vertauscht. Daher erhilt man den Graphen
der Umkehrfunktion durch Spiegelung des-
jenigen von f(xz). Dies ist fiir das Beispiel
f(z) = x? mit z € (0,1) in Abbildung 22
dargestellt.

Streng monotone® (streng monoton wach-
sende oder streng monoton fallende) Funk-
tionen sind trivialerweise 1-1 und haben
daher eine Umkehrfunktion. Die Definition

2Bitte verwechseln Sie den Funktionswert
f71(y) der Umkehrfunktion nicht mit dem Kehr-
wert [f(@)]" = 1/f(z) !

3engl.: strictly monotonic, nicht ‘monotonous’
(= einténig)!

X

0.2 0.4 06 08 1 1.2 1.4
Abbildung 22: Der Graph der Umkehrfunk-
tion f~'(x) (hier: = \/z, rote Kurve) ergibt
sich durch Spiegelung des Graphen von f(x)
(hier: = 2, blaue Kurve) an der Geraden

y = z (griine Linie).

dieser Eigenschaften ist analog zu der bei
Folgen:

Def.: Eine reellwertige Funktion f heifit
streng monoton wachsend (streng monoton
fallend), wenn fiir alle z, 2’ € Dy mitz > o
stets f(z) > f(z') (f(z) < f(a)) gilt.

Eine wichtige Begriffsbildung, die wir
brauchen werden, ist die einer zusammen-
gesetzten Funktion (frither auch mittelbare
Funktion genannt). Im Englischen spricht
man von ‘composite function’ oder ‘compo-
site mapping’.

Def.: Es seien f und g Funktionen mit
W; C D,. Dann kann man eine neue Funk-
tion h :=go f : Dy — W,, genannt zusam-
mengesetzte Funktion (composite function),

3. Vorlesung
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durch

h=gof:zw— g[f(z)] (11)

definieren (g o f: sprich ,,g nach f“.)

Die Wirkung von A ist in Abbildung 23
illustriert: Die Funktion f bildet z € Dy in
y = f(x) € Wy C Dy ab. Dieses wird durch
g weiter in z = g(y) = g(f(z)) = h(z) €
W, abgebildet.

Ein Beispiel fiir eine in der Physik
vorkommende zusammengesetzte Funktion
kennen Sie alle: Der Betrag der Kraft F' der
Sonne auf die Erde hingt von deren Ab-
stand Rsg ab, der seinerseits sich im Lau-
fe der (Jahres-)Zeit ¢ dndert. Daher ist F'
eine zusammengesetzte Funktion der Form

F = f(Rsu(t)).

3.3.2 Erginzung: die zyklometri-
schen Funktionen
Wichtige Beispiele fiir Umkehrfunktio-

nen sind die sogenannten zyklometrischen
oder inversen trigonometrischen Funktio-
nen. Diese werden in der Physik héufig
benotigt. Wir ergéinzen daher hier die Vor-
lesung, indem wir kurz auf sie eingehen.

Die folgenden Funktionen sind auf den
angegebenen Definitionsgebieten® jeweils

4Wir geben hier als Menge M’, in die abgebil-
det wird, gleich den entsprechenden Wertebereich
Wy, an, auf dem f; ' definiert ist. Mit R\ {0} ist
das Komplement der beiden Mengen R und {0} ge-
meint, also die Menge {z | z € R mit = # 0}.

eineindeutig:
— [-1,1] mit z — sinz ,

fo:[0,7] = [=1,1] mit z — coszx ,

U .
5 — R mit z — tanz ,

—>R\{O} mit 2 — cot x .
(12)

f4 : (077T

Die zugehorigen Umkehrfunktionen sind die
zyklometrischen oder inversen trigonome-
trischen Funktionen

frt =arcsin:z € [-1,1] = arcsinz

fy ' =arccos: z € [-1,1] = arccos 7 ,
—1 _ .

f3 - =arctan: z € R arctanz ,

fi ! =arccot : x # 0~ arccot z ,
(13)

die in den Abbildungen 24-27 dargestellt
sind.

Mit Hilfe der Arkustangensfunktion
konnen wir das Argument arg z einer im er-
sten Quadranten liegenden komplexen Zahl
z = x + 1y nun explizit durch Re z = x und
Im z = y ausdriicken:

Imz

_ Yy _
arg z = arctan — = arctan —— .

Fiir in den anderen Quadranten liegende
komplexe Zahlen gelten dhnliche Resulta-
te, die Sie sich sicher selber leicht iiberlegen
konnen.

Beachten sie, dass die inversen trigo-
nometrischen Funktionen nur auf Teilin-
tervallen die Umkehrfunktionen zu den
trigonometrischen Funktionen sind. Glei-
chungen wie xz = arccos(cosz) gelten

3. Vorlesung
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g z
Wg

Abbildung 23: Veranschaulichung der zusammengesetzten Funktion h = g o f.

arcsin x
T

[2

0.5¢

-1.5¢

2

Abbildung 24: Die Arkussinusfunktion

daher nur fiir € [0,7]; so ist bei-
spielsweise arccos(cos10) = 47 — 10 und
arctan(tan 10) = 10 — 3.

3.3.3 Klassifikation von Funktionen

Man unterscheidet

a) rationale Funktionen: Bei diesen ergibt
sich f(z) aus z und ganzen Zahlen
durch endlich viele Additionen, Sub-
traktionen, Multiplikationen und Divi-

-1 -0.5

Abbildung 25: Die Arkuskosinusfunktion

sionen;®

b) ganz rationale Funktionen: analog zu
a), aber unter Ausschluss der Division;

c¢) gebrochen rationale Funktionen: ratio-
nale Funktion, die nicht ganz rational
ist;

d) algebraische Funktionen: f(x) ist
Losung y = f(x) einer algebraischen

5Dabei darf 2 auch mit sich selbst multipliziert
werden

3. Vorlesung
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arctan x

1.5¢

710 -5 5 10

-1.5¢

Abbildung 26: Die Arkustangensfunktion

arccot x
1.5

Abbildung 27: Die Arkuskotangensfunkti-
on: Diese strebt gegen —oo (+00), wenn
man sich von negativen (positiven) z kom-
mend an 0 anndhert.

Gleichung der Form

F(z,y)=0. (15)
Damit gemeint ist, dass F'(z, y) ein Po-
lynom in z und y ist (d.h. bei festem z
ein Polynom in y und umgekehrt) und
in y mindestens von erstem Grad ist.
Diese schlielen die rationalen Funktio-
nen ein;

e) transzendente Funktionen: Funktio-
nen, die nicht algebraisch sind.

Erlauterungen: Ganz rationale Funktio-
nen sind Polynome; ein Polynom P(x) n-
ten Grades 148t sich in der Normalform

P(z) = ap 2™ + ap_12™ * + ... + a1z + ag
(16)

mit a, # 0 schreiben, wobei alle Koeffi-
zienten a;, 1 = 0,1,...,n, ganze Zahlen
sind. Gebrochen rationale Funktionen sind
von der Form

P(z)

Q(z) ’
wobei P und @ Polynome sind und Q(z)
nicht als Faktor in P(z) auftritt (also nicht

»gekiirzt“ werden kann).
Beispiele:

flz) = (17)

P(x) =32 +9z -7 (18)

ist eine ganz rationale Funktion, und zwar
ein Polynom 2. Grades. Dagegen ist die fiir
x # 2 definierte Funktion

T2 42
= 19
fla) == (19)
eine gebrochen rationale. Die Funktion
flz) =vVa?+3 (20)

ist Losung der algebraischen Gleichung (15)
mit

F(z,y) =2° —y*+3, (21)

und damit eine algebraische Funktion. Bei-
spiele fiir transzendente Funktionen sind
sinz und cos .

3. Vorlesung
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3.3.4 Die Exponentialfunktion

Eine wichtige Klasse transzendenter Funk-
tionen, die Sie brauchen werden, sind die
Ezponentialfunktionen. Das sind Funktio-
nen

f:R—>Rmitz+—a® fiira>0. (22)
Wir begniigen uns zunichst mit dem Fall,
dass x € R ist und nehmen an, dass a >
0. In Kapitel 3.5.3 werden wir spéter eine
Verallgemeinerung auf komplexe Argumen-
te vornehmen.

Fiir beliebiges x € R muss y = a” aber
erst noch definiert werden. Dies tun wir, in-
dem wir zunéchst a” fiir beliebige rationale
Zahlen definieren, und zwar

a) fiir z = p € Z: so wie in Gleichung®
(I1.41) schon fiir beliebige a € C de-
finiert. Bitte beachten: Fiir p € N ist
sogar a = 0 als Basis zuléssig, und es
gilt 0P = 0.

b) fiir £ = 1/¢ mit ¢ € N durch: y = as
mit a > 0 ist diejenige Zahl, fiir die
y! = a.

c) fir z =2 € Q durch: ae = (aé)p.

Dass es fiir a > 0 genau eine durch b) de-

finierte reelle Zahl az > 0 gibt, sieht man
wie folgt”:

1. FEindeutigkeit: Angenommen, es gibe
zwei Werte y; > 0 und y» > 0 mit
(y1)? = (y2)? = a. Wegen y; > 0 und
yo > 0 folgt aus y; < yo dass y? < yi;

6Gleichung (I1.x) bedeutet Gleichung (x) des
Skriptums zur zweiten Vorlesung.

analog gilt y1 > o = (y1)? > (y2)%.
Daher war die Annahme, dass (y;)? =
(y2)? = a falsch. Widerspruch!

2. Existenz: Wihle ganze Zahl g > 0, so
dass ¢? < a < (g +1)? Wenn , = ¢
gilt, ist der Beweis erbracht. Wenn ,, <
“ zutrifft, dann wihlen wir eine Ziffer

21 € {0,1,...,8,9}, so dass

21\ 21+ 1\
— ] <a< .
(g+10> =4 (g+ 10 )
Falls “ =" nicht gilt: Verfahren fortset-
zen und Ziffer zo wihlen, so dass

zn+1\1
)

mit gy = g+ & und g} + 2
n = 2. Verfahren bricht ab, wenn ,, =
gilt. Notfalls beliebig fortsetzen. Kon-
sequenz: (g,)? < a < (g,)? Vn =

Zn q '
(gn'f‘w) <a< gn-l-

und

41

1,2,..., woraus g, < as < g folgt.
1

Dadurch wird y = a¢ eindeutig festge-

legt.

Um die Definition c¢) auf beliebige reel-
le Zahlen x zu verallgemeinern, kann man
wie folgt vorgehen: Man stellt z durch ei-
ne Intervallschachtelung I D I, D I3 D

D I, = [rp,rn] D oo mit vy, 7, € Q
und lim,, (7!, — r,) = 0 dar. Mit anderen
Worten, es gilt

7‘1STQST:;...SJ?S...Srégrégr’l’

(23)

was a® durch die Intervallschachtelung

e <a?<...<a®<...<a®<ah
"Der nachfolgende Beweis wurde in der Vorle- - - - - - - 24
sung aus Zeitgriinden weggelassen. ( )
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eindeutig festlegt. Dadurch sind die Expo-
nentialfunktionen (22) definiert.

Eine besondere Rolle spielt die Exponen-
tialfunktion fiir die spezielle Wahl a = e:

exp:x e’ . (25)

Wenn man nicht von der ,allgemeinen Ex-
ponentialfunktion®“ a® redet, ist mit der
Bezeichnung Ezponentialfunktion (kurz: ,e-
Funktion“) stets e® = exp(z) gemeint. Die-
se Funktion ist in Abbildung 28 dargestellt.

exp(x)

N W b OO N

//

-2 -1 1 2

X

Abbildung 28: Exponentialfunktion e®.

Fiir das Rechnen mit Exponentialfunkti-
on sind folgende Regeln niitzlich:

a*a¥=a"", a>0, z,yeR, (26)
(@*) =a", a>0, z,yeR (27)
und
a®b® = (ab)®, a>0,b>0,x€R.
(28)

3.3.5 Der Logarithmus: die Umkehr-
funktion der Exponentialfunk-

henden knappen Zeit weggelassen werden
musste, dient der Ergénzung.
Die Exponentialfunktionen

fre—y=a", Dp=R, a>0, (29)

mit a # 1 sind Beispiele fiir streng monoto-

ne Funktionen. Fiir sie gilt generell

flO)=a"=1. (30)

Je nachdem, ob @ > 1 oder a < 1, sind sie

streng monoton wachsend oder streng mo-
noton fallend (vgl. Abb. 29).

\

\

/

/

@

[e))

IS

h¥)

/\

-2 -1 1 2

Abbildung 29: Exponentialfunktionen a”
fiir die Werte a = } (rot), a = 5 (griin),
a =2 (blau), a = 4 (schwarz).

Die zu f aus Gleichung (29) gehdrenden
Umkehrfunktionen f~! schreibt man als
fliy—a=logy. (31)
Man nennt log,y Logarithmus von y zur
Basis (oder Grundzahl) a. Als unmittelbare
Folgen der Gleichungen (26), (27) und (30)
erhélt man

tion
Das folgende Teilkapitel, welches in der log,(zy) = log,z +log,y
Vorlesung aufgrund der zur Verfiigung ste- fiir z,y>0,a>1, (32)
3. Vorlesung 10. November 2001 9
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log,(z}) = Aog,z, >0, a>1, (33)

sowie

log,1=0. (34)
Ferner folgt aus a! = a

log,a=1. (35)

Anstelle von log, xz schreibt man kurz
log z. Andere iibliche Bezeichungen sind

Inz := log,x (,natiirlicher Log.“) ;
lgz = logy,z (,dekadischer Log.“) ;
ldz := logyz (,dualer Log.“).  (36)

Der natiirliche Logarithmus ist in Abbil-
dung 30 dargestellt.

Abbildung 30: Der natiirliche Logarithmus
Inz.

Durch das Logarithmieren log,  von x =
a'°8.* ergibt sich aus Gleichung (33) das
Transformationsverhalten des Logarithmus
bei Anderung der Basis:

log, x = log, alog, x . (37)

Ein bekanntes Beispiel fiir das Auf-
treten von Exponentialfunktionen sind
Wachstums- und Zerfallsprozesse.

Beispiel: Radioaktiver Zerfall einer Sub-
stanz mit Halbwertszeit 77 5. Nach der Zeit
t verbleiben von anfidnglich vorhandenen
Ny = N(t=0) Atomen

1 t/Tiy2
N(t) = No (5) = Noe 7, (38)
. Ty T1/2 -
wobei 7 = ~ Trégt man In N ()

~ 2 — 0,693
als Funktion von ¢ auf:

t
InN(t)=——+1InNy, (39)
T
so kann man aus der Steigung 1/7 dieser
Geraden 7 erhalten und aus dem Ordina-
tenabschnitt In Ny ablesen.

3.4 Grenzwert und Stetigkeit
von Funktionen

3.4.1 Definition des Grenzwerts

Im Kapitel 3.2 haben wir uns mit
der Konvergenz von Zahlenfolgen {z,}%
beschiftigt; im Kapitel 3.3 Funktionen ken-
nengelernt. Wir verkniipfen nun beide Ele-
mente, indem wir uns folgender Problema-
tik zuwenden: Wir betrachten konvergen-
te Folgen {z,}5%,, deren Glieder z,, eben-
so wie ihr Grenzwert lim, ,, x, = & im
Definitionsbereich Dy einer Funktion f lie-
gen. f bildet die Folge {z,} in eine Folge
{yn € W;}2, im Wertebereich Wy von f
ab. Es stellen sich nun folgende offensicht-
liche Fragen:

(i) Konvergiert die zur gegebenen Folge
{z,} gehorende Bildfolge {y,}? Wenn
ja, konvergiert sie gegen das Bild n =
f(&) des Grenzwertes £7
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(ii) Findet diese Konvergenz der Bildfolge
nur fiir manche oder fiir alle gegen &
konvergierenden Folgen {z,} statt und
ist der Grenzwert stets = n?

Die folgenden einfachen Beispiele von auf
R definierten Funktionen zeigen, dass es
durchaus vorkommen kann, dass ein Teil
dieser Fragen mit ,, Ja“ und ein anderer mit
,Nein“ beantwortet werden muss:

—1 fiirz<0;
1) firzw fi(z):=¢ 0 firz=0;

+1 firxz>0.

1 firzreQ;
2) fo:2 = fol2) ::{ 0 sonst . ¢

Im Falle von f; konvergiert die Bildfolge
{f(z,)} jeder Nullfolge mit positiven Glie-
dern {z,, > 0} gegen +1, wihrend die Bild-
folgen von Nullfolgen {z,, < 0} mit negati-
ven Gliedern gegen —1 konvergieren. Beide
Grenzwerte +1 stimmen nicht mit f(0) = 0,
dem Bild des Grenzwertes 0 dieser Folgen,
iiberein.

Im Falle von f, konvergiert beispielsweise
{f(1/n)} — 1, wéhrend {f(7/n)} — 0.

Diese Uberlegungen legen die Definition
des Grenzwertes einer Funktion nahe:

Def.: f(z) strebt fiir 2 gegen ¢,

lim f(z) =7,

r—E

(40)

wenn die Folge der Funktionswerte {y, =
f(z,)} fiir beliebige Folgen {z,} mit
lim,,_,,, = &£ stets gegen n konvergiert. Wir
sagen f(z) hat fiir z — £ den Grenzwert 7.

Bitte beachten: Hier wird nicht verlangt,
dass f(§) = n; f miisste fiir x = £ nicht
einmal definiert sein, wenn némlich £ ¢ Dy!
Es konnte aber auch sein, dass f(&) definiert

ist und n # f(£).

Aquivalent zur obigen Definition des
Grenzwertes ist das folgende Kriterium:

Satz: Es gilt lim,_,¢ f(z) = n genau dann,
wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so
dass

|f(z) —n| <efalls |z —€& <. (41)

Mit anderen Worten: ,,Es muss stets einen
hinreichend schmalen §-Streifen um & ge-
ben, dessen Bilder f(z) innerhalb eines be-
liebig schmalen e-Streifens fallen.“

3.4.2 Stetigkeit von Funktionen

Die oben genannte Moglichkeit, dass
lim,_,¢ f(z) = n existiert, aber n # f(&), ist
ausgeschlossen, wenn die Funktion an x = &
stetig ist.

Def.: f : R — R sei auf einem offenen
Intervall (a,b) mit £ € (a, b) definiert. Dann
heifit f stetig an z = £, wenn

lim f(z) = £(£) ,

T—E

(42)

und stetig auf (a,b), wenn es an jedem z €
(a,b) stetig ist.

Die obige Funktion f; ist offensichtlich an
allen z € R ausser an z = 0 stetig.

3.5 Elemente der Differential-
rechnung

Die Kenntnis der Differentialrechnung ist
in der Physik unverzichtbar. Dies 148t sich
beispielsweise schon an der Tatsache erken-
nen, dass in den Newtonschen Bewegungs-
gleichungen die Beschleunigung vorkommt.
Diese ist als Ableitung der Geschwindigkeit
nach der Zeit ¢ definiert. Der Betrag der Ge-
schwindigkeit seinerseits ist die Ableitung
des zuriickgelegten Weges nach t.
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Im Folgenden werden die benétigten Be-
griffsbildungen und Ableitungsregeln kurz
erlautert und zusammengestellt. Da dies
Stoff ist, der iiblicherweise auch in der Schu-
le behandelt wird, wird auf eine ausfiihrli-
che Darstellung und Beweise verzichtet.

3.5.1 Differenzierbarkeit und Ablei-
tung

Def.: f : R — R sei auf einem offenen In-
tervall (a,b) mit & € (a,b) definiert. Der
Grenzwert des in Abbildung 31 illustrierten

Differenzenquotienten ﬁ—z = % exi-
stiere und habe den Wert s:
z—E€ xr — §

Dann heifit f an der Stelle x = & differen-
zierbar; s wird Steigung (engl.: ‘slope’) ge-
nannt, und man schreibt

_ 4

=fO=g| @

Wenn f'(z) Vx € (a,b) existiert, so heifit
f(z) auf (a,b) differenzierbar und f': z +—
f'(x) ihre Ableitung(sfunktion).

Fiir hohere Ableitungen verwendet man
die Bezeichnungen

d? d3
(=) = —dac]; , f"(z) = —d;;
- d* d"
f(z) = d—x{ , () = # (45)

Die geometrische Bedeutung der Stei-
gung kann man aus Abbildung 31 ablesen:
Der Tangens des Winkels, den die Tangen-
te, welche die Kurve f(z) im Punkt (£, f(£))
beriihrt, mit der z-Achse bildet, ist gerade
die Steigung s = f'(£).

—
Xz

Abbildung 31: Zur Definition der Ablei-
tung. Im Limes Az — 0 geht der Diffe-

renzenquotient Ay/Az = tany gegen die
Ableitung f'(x1).

Man macht sich leicht klar, dass die Ei-
genschaft , differenzierbar an £“ stirker als
»Stetig an &“ ist: Die Funktion |z — &| ist
an x = £ stetig, hat aber dort einen Knick,
so dass sie dort nicht differenzierbar ist.®
Andererseits 148t sich leicht beweisen, dass
,Differenzierbarkeit an x“ =, Stetigkeit an
z“. (Versuchen Sie einmal, den Beweis zu
fiihren! Dies ist wirklich nicht schwierig.)

Zur Notation ein weiterer
Hinweis: In der Physik hat man es oft mit
GroBlen zu tun, die von mehreren Varia-
blen abhéngen. Beispielsweise hingt die Ge-
schwindigkeit eines Teilchens i.a. von allen
drei Ortskoordinaten z, y, z und der Zeit
t ab. Wenn man die Ableitung einer Funk-

8In diesem Fall existieren die einseitigen Grenz-
werte des Differenzenquotienten, wenn z sich von
unten bzw. oben an £ anndhert. Man nennt die-
se Grenzwerte auch einseitige Ableitungen und
schreibt daftir f'(§ — 0) = lim,_,¢—o Ay/Az bzw.
F1(€+0) = limy_yeq0 Ay/Az. Fiir f(z) = |z — ¢
gilt f'(¢ —0) = —1und f'(£ +0) = +1.
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tion f : (z,y,...) — f(z,y,...) z.B. nach
x bildet (bei festgehaltenen anderen Varia-
blen y, ... ) spricht man von einer partiellen
Ableitung und schreibt statt % dafiir

f(iaya)_f(gaya)
z—& '

(46)

In der Vorlesung iiber Experimentalphysik
werden Sie u.a. die Wellengleichung kennen-
lernen. In dieszer komm2en zweite partielle
Ableitungen % und % nach x und der
Zeit t vor.

3.5.2 Ableitungsregeln

Die Funktionen f und g seien an z differen-
zierbar. Dann gelten

a) die Summenregel: Summen von Funk-
tionen (f+g)(z) := f(z)+g(z) diirfen
summandweise differenziert werden:

(f J(r g)'(ft)) = flx)+4'(z),
d(f +g df  dg
— e (47)

die Multiplikationsregel: Fiir die Ablei-
tung eines Produkts mit einem kon-
stanten Faktor a gilt

(af)(z) =af'(z).

(48)

c) die Produktregel: Produkte f(x)g(x)
von Funktionen leitet man ab, indem
man jeweils einen der Faktoren ablei-
tet und die Ergebnisse anschlieend ad-
diert:

(f(2) g(z))" = ['(z) g(x) + f(z) g'(x) -
(49)

d) die Quotientenregel: Fiir Quotienten
f(2)/g(x) mit g(z) # 0 gilt
(j)' (z) = L@ 9@ — f@) g'@)

g l9(=)]?

(50)

e) Fiir die zusammengesetzte Funktion
h = foyp:zw— flp(x)] gilt unter
der Voraussetzung, dass die Ableitun-
gen f'(y) bei y = p(z) und ¢'(z) exi-
stieren, die Kettenregel (chain rule):

(fop)(z) = [fle@)]¢(z),
df [¢()] df de
f) die Ableitungsregel fiir die Umkehrfunk-
df'(y) 1
= : (52)
dy % z=f~1(y)

was sich verkiirzt — aber in der gut zu
merkenden Form — als
dy 1
dz — dz/dy
schreiben 148t.

In der zweiten Form der Gleichung (51) 148t
sich die Kettenregel leicht merken: Es ist,
»als habe man % mit dy erweitert”. Umge-
kehrt erkennt man die Bedeutung der Ablei-
tung auf der rechten Seite, ,,indem man sich
dp weggekiirzt denkt®. (Dies sind natiirlich
nur ‘Eselsbriicken’, die man in ihre genaue
Bedeutung iibersetzen muss!)

In Tabelle 1 haben wir die Ableitungen
einiger wichtiger Funktionen zusammenge-
stellt. Die Funktion e” hat die besondere Ei-
genschaft, dass sie mit ihrer Ableitung tber-
einstimmt. Die Ableitung von Inx ergibt
sich aus Gleichung (52): Mit y = e® folgt

dl de®
by — /4] = 1.

(53)
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f—

Fla) | a"

! —1 . 1
f'(z) H nx™ ‘ COS T ‘ —sinzx ‘ e” ‘ =

‘ sin z ‘ COS T ‘ e® ‘ nx

Tabelle 1: Ableitungen f’(z) einiger Funk-
tionen f(x).

3.5.3 Komplexe Exponentialfunkti-
on und Eulersche Formeln

Bisher haben wir die Funktion e* nur fiir
reelle x definiert. Wir wollen die Definition
nun auf komplexe Zahlen ausdehnen. Dies
soll so geschehen, dass die uns fiir reelle z;
und z, bekannte wichtige Eigenschaft

efle?2 — A1tz

(54)

fiir komplexe Werte von z; und 2z, erhal-
ten bleibt. Damit dies insbesondere fiir z; =
z € R und 2o = sy mit y € R gilt, wihlen
wir folgende Definition:

Def.: Fiir z = x + 1y wird e* als diejenige
komplexe Zahl definiert, fiir die

(55)

Man iiberzeugt sich leicht, dass mit die-
ser Definition Gleichung (54) gilt. Dazu
muss man nur mit Hilfe der Additionstheo-
reme (I1.21) und (1.22) zeigen, dass e*! e*> =
e™ (cosy; + isinyy) e*2 (cosyy + isinyy) =
e" 2 [cos(yy + y2) + isin(y + y2)]-

Aus der Definition (55) ergeben sich so-
fort die Eulerschen Formeln:

e"T .= % (cosx + isiny) .

e (56)
(57)
aus denen man durch Addition bzw. Sub-
traktion die Umkehrformeln

= cosy+isiny,

e ™ = cosy—isiny,

iy —1y
cosy = % , (58)
eV — e W
ny = ———, 29
siny = (59)

bekommt.

Die Additionstheoreme (I.21) und (I1.22)
entsprechen den Gleichungen fiir den Ima-
gindr- bzw. Realteil der (viel leichter zu
merkenden) komplexen Gleichung

ia if3

(60)
fir o, 3 € R. Uberzeugen Sie sich selbst
davon!

Ich wiinsche Ihnen viel Freude am
restlichen Teil des Probestudiums!
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